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ІНТЕГРАЛЬНЕ ПРЕДСТАВЛЕННЯ РОЗВ’ЯЗКУ ОДНІЄЇ 
КРАЙОВОЇ ЗАДАЧІ БЕЗ ПОЧАТКОВИХ УМОВ  

У роботі розглядається крайова задача без початкових умов 
для лінійного гіперболічного рівняння другого порядку. З викори-
станням методів теорії диференціальних рівнянь з частинними по-
хідними та методів теорії інтегральних рівнянь для довільної фу-

нкції 1( ) ( )z C R   побудований формальний розв’язок вказаної 
задачі, як розв’язок інтегрального рівняння. Встановлені нові умо-
ви існування класичного розв’язку лінійної крайової задачі без 
початкових умов для гіперболічного рівняння другого порядку.  

Ключові слова: оператор, клас функцій, крайова задача 
без початкових умов, гіперболічне рівняння другого порядку, 
розв’язок, інтегральне рівняння. 

Вступ. Як відомо, в останні десятиліття розроблено новий метод 
відшукання розв’язку крайових періодичних задач для гіперболічних 
рівнянь другого порядку (як лінійних, так і квазілінійних) [1–3], що 
передбачає першочерговим знаходження розв’язку з подальшою пе-
ревіркою виконання крайових умов. Методи, запропоновані ж рані-
ше [4, 7], передбачали відшукання розв’язку у вигляді тригонометри-

чного ряду 
1

( , ) ( ) sink
k

u x t u t kx



  . що автоматично забезпечувало ви-

конання крайових умов (0, ) ( , ) 0u t u t  , але накладало додаткові 
умови на праву частину неоднорідного рівняння.  

У працях [5, 6] показано, що для деяких рівнянь та систем мож-
на знайти розв’язок крайової задачі і без початкових умов.  

У статті, використовуючи результати та методи робіт [8–10], 
проведено дослідження крайової задачі без початкових умов для гі-

перболічного рівняння 2 , .t t x xu a u cu c const    Встановлено прос-

тір функцій, в якому існує розв’язок даної задачі та обґрунтовано ряд 
властивостей такого розв’язку. 

Основні результати. Розглянемо таку крайову задачу: 
 2 , , 0 , 0 ,t t x xu a u cu c const x t T        (1) 

© Л. Г. Хохдова, С. Г. Хома-Могильська, Н. Г. Хома, 2017 
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 (0, ) ( , ) 0, 0 .u t u t t T     (2) 
Справедливим є твердження. 

Лема 1. Для довільної функції 1( ) ( )z C R   розв’язок 
2,2 ([0, ] [0, ])u C T   інтегрального рівняння 

( )
0

0 ( )

1
( , ) ( ) ( , ) ( , ) ( , ),

2 2

x a tat x t

at x x a t

cu x t d d u d u x t u x t
a a





      
 

  

        (3) 

є розв’язком диференціального рівняння (1). 

Доведення. Покажемо, що функція  

 0 1
( , ) ( )

2

at x

at x

u x t d
a

  




   (4) 

є розв’язком однорідного рівняння 

 0 2 0 0.tt xxu a u   (5) 

Обчислимо частинні похідні 0
ttu  і 0

xxu  від функції 0 ( , )u x t , ви-
значеної формулою (4): 

0 ( ) ( )
( , ) ( )

2 ( ) ( )tt
a at x at xu x t

at x at x
    

 
   

; 

0 1 ( ) ( )
( , ) ( ).

2 ( ) ( )xx
at x at xu x t

a at x at x
    

 
   

 

Безпосередньою перевіркою переконуємося, що 0 2 0 0.tt xxu a u   

Отже, функція 0 ( , )u x t , яка визначена формулою (4), є розв’язком 
однорідного рівняння (5). 

Обчислимо похідні ttu  і xxu  від функції ( , )u x t , визначеної фор-
мулою  

 
( )

0 ( )

( , ) ( , ) .
2

x a tt

x a t

cu x t d u d
a





   
 

 

    (6) 

Маємо 

0

( , ) ( ( ( ), ) ( ( ), )) ;
2

t

t
cu x t u x a t u x a t d           

0

( , ) ( ( ( ), ) ( ( ), )) ;
2

t

x
cu x t u x a t u x a t d
a

           

( , ) ( ( , ) ( , ))
2tt
cu x t u x t u x t    
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0

( ( ), ) ( ( ), )
( ) ;

2 ( ( )) ( ( ))

tca u x a t u x a t d
x a t x a t

    
 

     
 

       

0

( ( ), ) ( ( ), )
( ) .

2 ( ( )) ( ( ))

t

xx
c u x a t u x a tu d
a x a t x a t

    
 

     
 

       

Підстановкою переконуємося, що 2 .t t x xu a u cu    Отже, функ-

ція ( , ),u x t  яка визначена формулою (6), є частинним розв’язком лі-

нійного неоднорідного рівняння (1). 

Таким чином, функція 0( , ) ( , ) ( , ),u x t u x t u x t    яка є розв’язком 

інтегрального рівняння (3), є розв’язком рівняння (1) для довільної 

функції 1( ) ( )z C R  . 

На основі методу послідовних наближень 

0
1

( , ) ( ) ,
2

at x

at x

u x t d
a

  




   

( )

1 0 0
0 ( )

( , ) ( , ) ,
2

x a tt

x a t

cu x t u d u d
a





   
 

 

     

( )

2 0 1
0 ( )

( , ) ( , ) ,
2

x a tt

x a t

cu x t u d u d
a





   
 

 

   


 

( )

0 1
0 ( )

( , ) ( , ) ,
2

.

x a tt

n n
x a t

cu x t u d u d
a





   
 


 

   


 

завжди існує розв’язок лінійного інтегрального рівняння (3). 
Лему 1 доведено. 

Доведемо, що розв’язок інтегрального рівняння задовольняє 
крайові умови в деякому класі функцій. Оскільки кожне послідовне 
наближення є відомою функцією, то треба показати, в якому класі 
функцій виконуються крайові умови 
 (0, ) ( , ) 0, 0,1, 2,..., ,... .n nu t u t n n    (7) 

Тоді гранична функція ( , ),u x t  що є розв’язком інтегрального рі-

вняння, автоматично задовольнятиме крайові умови (2). 
З’ясуємо, в якому класі функцій другий доданок послідовних 

наближень задовольняє крайову умову ( , ) 0,u t   тобто коли  
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( )

0 ( )

( , ) 0, 0 ,
2

a tt

a t

c d f d t T
a

 

 

   
 

 

     (8) 

де ( , ) ( , ) , 0,1,2,..., ,... .nf d u d n n        
Зрозуміло, що рівність (8) може виконуватися за умови 

 
( )

( )

( , ) 0, 0 .
a t

a t

f d t T
 

 

  
 

 

    (9) 

Доведемо, що існує клас функцій, для яких справедливою є рів-
ність (9). На основі лівої частини рівності (9) одержуємо 

 

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

( , ) ( , ) ( , )

( , ) ( , )

( , ) ( , ) .

a t a t a t

a t a t a t

a t a t

a t a t

a t a t

a t a t

f d f d f d

f d f d

f d f d

   

    

  

  

 

  

        

     

      

    

     

   

  

  

   

  

  

  

  

 

 

 (10) 

Отже, якщо ввести такий клас функцій: 

{ : ( , ) ( , ) ( , )},B f f x t f x t f x t        0 , 0 ,x t T     

то з рівності (10) при ( , )f x t B  випливає виконання умови (9). 

Аналогічно при умові ( , )f x t B  маємо 
( )

0 ( )

( , ) 0, 0 .
2

a tt

a t

c d f d t T
a





   


 

     

Справедливе твердження. 

Лема 2. Якщо ( , )f x t B , то 2 [0, ]( , ) ,Tf x t Q 

  де  

2 [0, ] { : ( , ) ( , ) ( 2 , )}.TQ f f x t f x t f x t 
        

Доведення. Справді,  
( 2 , ) ( ( ), ) ( , )

( ( ), ) ( , ) ( , ),

f x t f x t f x t
f x t f x t f x t
   


        
       

 

що й потрібно було довести. 

Через 2Q 
  позначимо такий клас функцій: 

2 { : ( ) ( ) ( 2 )},Q z z z             
визначених і неперервних на R. 

Лема 3. Якщо 2( ) ,z Q    то функція 0 ( , )u x t , визначена фор-
мулою (4), задовольняє крайові умови 
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 0 0(0, ) ( , ) 0,u t u t   (11) 

Доведення. Справді, 

0 1
(0, ) ( ) 0.

2

at

at

u t d
a

     

Покладемо замість х у формулі (4) x  . Маємо 

0 1 1 1 1
( , ) ( ) ( ) ( ) ( )

2 2 2 2

at at

at at

u t d d d d
a a a a

   

   

            
  

  

       

1 1 1
( ) ( ) (2 ) 0,

2 2 2

at

at

d d d
a a a

  

  

         
 

  

        

що й потрібно було довести. 

Зауваження. Якщо через 0B  позначити клас функцій 

0 { : ( ) ( ) ( )},B z z z            

то розв’язок однорідного рівняння (5), визначений формулою (4), при 

0( )z B   також задовольняє крайові умови (11). Справді, якщо 

0( )z B  , то 2( ) .z Q     

Отже, якщо кожне послідовне наближення ( , ), 0,1,2, ... ,nu x t n   

задовольняє крайові умови (7), то гранична функція lim ( , )n nu x t   

( , )U x t  задовольняє крайові умови (0, ) ( , ) 0.U t U t   

Таким чином, враховуючи вище доведені твердження, можна 
сформулювати наступний результат. 

Теорема 1. Для довільної функції 1
0( ) ( )z C R B    існує 

розв’язок крайової задачі (1), (2). 
Встановимо властивості розв’язку крайової задачі (1), (2).  
Введемо позначення 

 ( , ) ( [ , ])( , ),u x t A f x t  (12) 

де А — оператор, який породжує розв’язок крайової задачі (1), (2) і при 
1

0( ) ( )z C R B   , 1,0( , ) ( , ) ([0, ] [0, ]) ,nf x t u x t C T B      0,1,2, ... ,n   

задається формулою  

 
( )

0 ( )

1
( [ , ])( , ) ( ) ( , ) .

2 2

x a tat x t

at x x a t

cA f x t d d f d
a a





       
 

  

     (13) 

Теорема 2. Якщо 0( ) ( )z C R B    і 

( , ) ([0, ] [0, ])f x t C T B    , то справедливі рівності 
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 ( [ , ])( , ) ( [ , ])( , );A f x t A f x t     (14) 

 ( [ , ])( , ) ( [ , ])( , ),A f x t A f x t     (15) 

тобто оператор А переводить клас функцій із класу B  у цей же клас 

функцій ( ).AB B   

Доведення. На основі формули (13) одержуємо  
( )

0 ( )

1
( [ , ])( , ) ( ) ( , )

2 2

x a tat x t

at x x a t

cA f x t d d f d
a a





       
  

   

     
( )

0 ( )

1
( ) ( , ) ( [ , ])( , )

2 2

x a tat x t

at x x a t

cd d f d A f x t
a a





       
 

  

        . 

Отже, рівність (14) справедлива. 
Для доведення рівності (15) запишемо 

( )

0 ( )

0

1
( [ , ])( , ) ( ) ( , )

2 2

( , ) ( , ).

x a tat x t

at x x a t

cA f x t d d f d
a a

u x t u x t

 

  

        

 

   

    

   

   

  



 (16) 

Окремо доведемо, що  

 0 0( , ) ( , ),u x t u x t    (17) 

 ( , ) ( , ).u x t u x t     (18) 
На основі формули (4) одержуємо 

0

2

1 1
( , ) ( ) ( )

2 2

at x at x

at x at x

u x t d d
a a



 

       
   

    

        

2 2 2

2

1 1 1
( ) ( ) ( )

2 2 2

1 1 1
( ) ( ) ( )

2 2 2

at x at x at x

at x at x at x
at x at x at x

at x at x at x

d d d
a a a

d d d
a a a

  



        

        

       

   
    

  

     

   

  

  
 (19) 

2
0

0

1 1
( ) ( ) 0 ( , ).

2 2

at x

at x

d d u x t
a a



     
 



      

Враховуючи формулу (6), маємо 
( )

0 ( )

( ) ( )

0 ( ) 0 ( )

( , ) ( , )
2

( , ) ( , ) ( , ).
2 2

x a tt

x a t

x a t x a tt t

x a t x a t

cu x t d f d
a

c cd f d d f d u x t
a a

 

 

 

 

    

        

  

  

   

   

  

    

 

   





 (20) 
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Таким чином, враховуючи рівності (19), (20) на основі (16) пере-
конуємося у справедливості теореми 2. 

Висновки. У статті встановлено умови існування розв’язку кра-
йової задачі без початкових умов для лінійного гіперболічного рів-

няння другого порядку вигляду 2
t t x xu a u cu  , ,c const  

0 , 0 ,x t T     (0, ) ( , ) 0u t u t  , 0 .t T   Для довільної фун-

кції 1( ) ( )z C R   побудовано формальний розв’язок вказаної задачі, 

як розв’язок інтегрального рівняння 
1

( , ) ( )
2

at x

at x

u x t d
a

  




   

+
( )

0 ( )

( , )
2

x a tt

x a t

c d u d
a





   
 

 
  . Визначені класи функцій 0 { : ( )B z     

( ) ( )},z z        { : ( , )B f f x t   ( , ) ( , )}f x t f x t     , в 

яких існує формальний розв’язок крайової задачі без початкових 
умов для лінійного гіперболічного рівняння другого порядку. На ос-
нові цих результатів побудований оператор А, який переводить клас 

функцій B  самого в себе. Це дозволяє використовувати його в по-
будові наближених обчислень розв’язку крайових задач для квазілі-
нійних гіперболічних рівнянь.  

Отримані результати є достатньо вагомими і започатковують дос-
лідження крайових задач для гіперболічних рівнянь другого порядку 

виду 2 ( , , , )t t x x t xu a u f x t u u  , а також крайових задач для рівняння 

дисперсії хвиль 2
1 2 0t t x x t xu a u b u b u cu      та більш загальних рів-

нянь 2 ( , , , , , , , ) 0t t xx t t x tt xx t xu a u u F t x u u u u u u     , (0, ) ( , ) 0u t u t  , 

0 t T  . 
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The boundary value problem without initial conditions for linear hy-

perbolic equations of second order 2 , ,t t x xu a u cu c const    

0 ,x    0 t T  , (0, ) ( , ) 0u t u t   is considered. The formal solu-
tion to the said problem as the solution of the integral equation 
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