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Одним із важливих питань в якісній теорії диференціальних рівнянь є 

знаходження умов збереження інваріантних многовидів при збуреннях [1]. Ця 
задача тісно зв’язана з властивостями певного виду систем лінеаризованих за 
частиною змінних. Такі системи диференціальних рівнянь в теперішній час 
прийнято називати лінійним розширенням динамічної системи. Якщо праві 
частини таких систем є періодичними залежними від багатьох змінних, то їх 
прийнято називати лінійними розширеннями динамічної системи на торі. 
Важливим завданням для таких систем є вивчення питання існування функції 
Ґріна, у випадку багатовимірного тору функції Ґріна-Самойленка [1]. 
Виявляється [2], існування функції Ґріна є тісно зв’язаним з теорією функцій 
Ляпунова. Такі функції розглядаються у вигляді квадратичних форм, які не 
тільки можуть змінювати знак, а й вироджуватись у певних точках. При цьому 
їх похідна в силу лінійного розширення є знаковизначеною. Часто лінійне 
розширення має єдину функцію Ґріна, а функцій Ляпунова завжди існує безліч. 
Зв’язок між матрицями проектування в структурі функції Ґріна і функціями 
Ляпунова і дотепер не слабо досліджений. Запропонована доповідь 
присвячена цьому питанню. 

Розглянемо систему диференціальних рівнянь 

  dx
f x

dt
 ,    dy

A x y
dt

 , (1) 

де mx , ny ,       1 ,..., mf x f x f x  – вектор-функція, визначена при 

всіх mx , локально задовольняє умові Ліпшиця. Крім того, будемо 

припускати, що вектор-функція  f x  задовольняє нерівності 

  1 2f x x    при всіх mx  з деякими невід’ємними сталими 1 2,  . 

Простір таких функцій  f x  коротко будемо позначати через  m
LipC   

Приведені припущення дозволяють стверджувати, що задача Коші   ,dx
f x

dt




ДИФЕРЕНЦІАЛЬНІ РІВНЯННЯ І МАТЕМАТИЧНА ФІЗИКА 

 111

00t
x x   має єдиний розв’язок  0;x x t x  для кожного фіксованого 0

mx   

і цей розв’язок визначений при всіх t . Матриця  A x  в системі (1) є 

квадратною n n -вимірною, елементами якої є дійсні скалярні функції, 

визначені, неперервні і обмежені на m .  

Будемо надалі використовувати наступні позначення:  t x  – 

фундаментальна матриця розв’язків лінійної системи   ;
dy

A x t x y
dt

  

нормована в точці t   :  t
n

t
x I 

  ,  ;mC f   – підпростір простору 

 0 mC   таких функцій  F x , що суперпозиція   ;F x t x  як функція змінної 

t  є неперервно диференційовною, причому за означенням 

      0

0
;

df
m

t

d
F x t x F x C

dt 
   .  

Означення. Нехай існує n n -вимірна матриця    0 mC x C   така, 

що для функції вигляду 

  
    

    

0

0 0

; , 0,
,

; , 0,n

x C x x
G x

x C x x I





      
       

 (2) 

виконуться оцінка 

    0 , expG x K     (3) 

з деякими додатніми сталими ,K  . Тоді функцію (2) прийнято називати 

функцією Ґріна задачі про обмежені інваріантні многовиди системи (1). 
Теорема 1. Нехай система (1) має єдину функцію Ґріна (2) з оцінкою (3), 

тоді кожна симетрична матриця    ;mS x C f  , для якої виконується 

умова           2,TS x S x A x A x S x y y y    
 , буде задовольняти 

нерівність: 

     2, 2nS x y I C x y y     ,  

де    
0

0

1
, sup

2 m

T T
T

x R

A A A x A x
A A 

    


. 
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